7.1

Kirjataan silmilukujen erot taulukkoon.
nelisivuinen noppa
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kuusisivuinen noppa

Silmélukujen ero voiolla 0, 1, 2, 3, 4 tai 5.

Lasketaan satunnaismuuttujan X: ”silmi’lukujen ero” arvojen
todennékdisyydet ja kootaan tiedot jakaumataulukkoon.

X P

Lasketaan satunnaismuuttujan X odotusarvo.
1o 7 44ty g 1 40 1
E(X)—6 0+24 1+4 2+6 3+12 4+24 5

~ 1,83

Vastaus
E(X)~=1,83



7.2

Kirjataan silmilukujen summat taulukkoon.

2. noppa

Silmédlukujen summa voi olla 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 tai 12.

Lasketaan satunnaismuuttujan X: ”silmilukujen summa” arvojen
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todennékdisyydet ja kootaan tiedot jakaumataulukkoon.

X P

Lasketaan satunnaismuuttujan X odotusarvo.

X

8 | 36
A
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E(X) = 52 g 3 {h 4+ 54 26447
+ s+ b9+ Lo e L
36 °1 9 18 36

Kun heitetdén kahta noppaa hyvin monta kertaa, niin saatujen
silmdlukuparien summien keskiarvo ldhestyy lukua 7.

Vastaus

EX)=17

Kun heitetdédn kahta noppaa hyvin monta kertaa, niin saatujen
silmélukuparien summien keskiarvo ldhestyy lukua 7.



7.3

a) Muodostetaan ensin satunnaismuuttujan X: ”pelaajan yhdella
pelikierroksella saama voitto” jakauma. Voitto tarkoittaa saadun ja

sijoitetun rahamédrén erotusta. Pelaajan saamalla voitolla on kolme
mahdollista arvoa.

e 10 € -3 €=7¢€ (silmdluku 6, pelaajasaa 10 € ja maksaa 3 €)
® 3 €—-3€=0¢€ (pariton silméluku, pelaaja saa 3 € ja maksaa 3 €)

e 0 €—-3€=-3¢€ (silmiluvut 2 ja 4, pelaajasaa 0 € jamaksaa 3 €)

Madritetdén satunnaismuuttujan X jakauma.

X [P
7€ | ¢
e |21
i

Lasketaan satunnaismuuttujan X odotusarvo.

E(X):%'7+%'O+ (=3)= 1 ~ 0,17 (€)

1 1
3 6

Yhdella pelikierroksella pelaajan voiton odotusarvo on 0,17 €, eli
hin voittaa keskiméarin 0,17 € jokaisella kierroksella.

b) Pelaaja voittaa yhdella pelikierroksella keskiméaarin % euroa. Pelaajan

voidaan ennakoida 500 pelikierroksen jilkeen olevan voitolla noin

500%e:%€:83,333...€m80€.



Vastaus
a) 0,17 €
b) voitolla 80 euroa



7.4

a)

b)

Saatuja rahasummia vastaavien kulmien suuruudet ovat:
e 0€:90°+60°=150°

e 5€:60°+45°=105°

e 10 €: 60°

e 20 €: 45°

Pyoraytys maksaa 5 euroa, joten mahdolliset voitot ovat
0€E-5€=-5E€,

5€-5€=0¢€,

10€-5€=5€ ja
20€-5€=15¢€.

Madritetddn satunnaismuuttujan X: “’pelaajan voitto yhdella
pyoraytykselld” odotusarvo.

C150° o, 105° o 60° . 45°
E(X) = 3505 () + 3605 0+ 3607 5 T 3607 1
:%:0,625z0,63(€)

Yhden pydraytyksen voiton odotusarvo on noin 0,63 €.

Arvioidaan kokonaisvoittoa 50 pyoraytyksen jalkeen.

50%6 :%e:m,zse ~30€

Kokonaisvoitto on noin 30 €.



Vastaus
a) 0,63 €
b) voitolla 30 €



7.5

a) Kyseessi on toistokoe, jossa toistojen lukumiérd »n = 4.
Yksittdisessd toistossa Tarpin todenndkdisyys p =30 % = 0,30.

Neljalld heitolla voi saada 0, 1, 2, 3 tai 4 Térppid, joten
satunnaismuuttujalla X: ”Térppien lukuméira neljilla heitolla” on viisi

mahdollista arvoa.

Mairitetdén satunnaismuuttujan X jakauma.

X P
4 0 4

0 0 -0,30Y-0,70" = 0,2401
4 1 3

1 { -0,30°-0,70° = 0,4116

4 2 2
2 10,302-0,70% = 0,2646

4 3 1
3 10,303-0,70' = 0,0756

4
4 [-0,304-0,700:0,0081




Lasketaan odotusarvo ja keskihajonta GeoGebran taulukkolaskennalla.

Taulukoidaan satunnaismuuttujan arvot. Kaytetddn frekvensseini
satunnaismuuttujan arvojen todennakoisyyksia.

A B
1 0 0.2401
2 1 04116
3 2 0.2646
4 3 0.0756
5 4 0.0081

Madritetddn tilastolliset tunnusluvut.

Tilastot w
n 1
Keskiarvo1.2
o 0.9165
s 61506289.8165
X 1.2
Zx2 2.28
Min 0
(@) ?
Mediaani ?
Q3 ?
Max 4

Odotusarvo on E(X)=1,2 jakeskihajonta D(X)~=0,9.

Huomaa, ettd taulukkolaskentaohjelma ei pysty laskemaan
otoskeskihajontaa (oheisessa taulukossa s), koska siind nimittdjand on
n—1, missd n on todennikoisyyksien summa 1. Ndin nimittéjéksi
tulee 0 ja jakolaskun tulos taulukkolaskentaohjelmassa on
epamairdinen. Tdmén ongelman voi kiertdd antamalla frekvenssit
esimerkiksi prosentteina tai vaikka kokonaislukuina 2401, 4116, 2646,
756 ja 81.



b) Kyseessd on toistokoe, jossa toistojen lukuméérd n = 4.

Yksittdisessa toistossa Tarpin todenndkdisyys p =30 % = 0,30.
Satunnaismuuttuja X ~ Bin(4; 0,30).

Lasketaan odotusarvo ja keskihajonta.

E(X)=n-p=4-0,30=1,2

D(X)=/n-p-(1—p) =+/4-0,30-(1-0,30) ~ 0,9

Vastaus
a) EX)=1,2, D(X)=0,9
b) E(X)=1,2, D(X)~=0,9



7.6

Heitetddn kahta tavallista noppaa. Olkoon satunnaismuuttuja
X: ’silmélukujen summan nelio”.

Taulukoidaan satunnaismuuttujan X arvot.

49|64 |81|100|121 (144
36|49 |64 | 81 |100|121
253649 | 64 | 81 | 100
16 25|36 | 49 | 64 | 81

9 |16|25| 36 | 49 | 64

4191]16| 25|36 | 49
1 2 3 4 5 6

1. noppa
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81 =

100
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144 | ==

Lasketaan satunnaismuuttujan X odotusarvo.

E(X):%'4+%-9+...+%-121+%-144:%z54,8

Vastaus
54,8



1.7

Olkoon satunnaismuuttuja X: “nostettujen pallojen lukujen summa”.

Summa voi olla

3 (3 ykkostd),

4 (2 ykkostdja 1 kakkonen),

5 (1 ykkonen ja 2 kakkosta) tai
6 (3 kakkosta).

Muodostetaan satunnaismuuttujan X jakauma.

X P
EE I g
PR g o

Lasketaan odotusarvo.

E(X)=0,05-3+0,45-440,45-5+0,05-6 = 4,54 ~ 4,5

Vastaus
X | Todennikoisyys
3 0,05
4 0,45
5 0,45
6 0,05

EX) =45



7.8

Olkoon satunnaismuuttuja X: ”Juuson voitto yhdelld arvalla”.
Arvan hinta on 2 euroa.

Satunnaismuuttujalla X on neljd mahdollista arvoa.

e 1000€-2€=998 €
e 500€-2€=498¢€
o 100€-2€=98¢€
e 0€E-2€=-2¢€

Mairitetddn satunnaismuuttujan X jakauma.

X (€) P
998 | 0,000 25
498 | 0,000 25-4 = 0,001
98 | 0,001-5= 0,005
—2 [ 1=(0,000 25 + 0,001+ 0,005) = 0,993 75

Lasketaan satunnaismuuttujan X odotusarvo.

E(X) = 0,00025-998 + 0,001 498 + 0,005 - 98 + 0,99375 - (—2)
= —0,75(€)

Voiton odotusarvo on —0,75 €.

Vastaus
—-0,75€



7.9

Olkoon satunnaismuuttuja X: ’pelaajan yhdella kierroksella saama voitto”.

Muodostetaan satunnaismuuttujan X jakauma.

Silmiluku X (€) P
1

1 —3-1=—4| ¢
2 3-2=-5| 1
6

3 3+43-0 | &
6

4 3+4=1 | L
6

5 -3+5=2 1
6

1

6 3+6=3 |

Lasketaan yhden kierroksen voiton odotusarvo.

E(X) = £ (-4 + (-5 + 104114124

1L ,__ 1
6 6 ke 2(€)

Arvioidaan kokonaisvoiton suuruutta 20 pelikerran jélkeen.
l ey
20~(—§€) =—10€

Kokonaisvoiton suuruus 20 pelikerran jilkeen on noin —10 €, eli pelaaja
onnoin 10 euroa tappiolla.

Vastaus
tappiolla 10 €



7.10

Noppaa heitetdén, kunnes saadaan parillinen luku tai kolme paritonta lukua.

Heittoja tehddédn vahintdan yksi ja korkeintaan kolme.

Olkoon satunnaismuuttuja X: heittojen lukumaara”.

Muodostetaan satunnaismuuttujan X jakauma.

1. parillinen

1. pariton, 2. parillinen

X P

1 %:i
A
MEIEEE

Lasketaan heittojen lukuméirin odotusarvo.

E(X)=

Vastaus
1,75

1.
2

1+

ENGRN

=175

1. pariton, 2. pariton, 3. parillinen TAI
1. pariton, 2. pariton, 3. pariton



7.11

a) Pistemédirien todennikoisyydet yhdelld heitolla ovat

"o — TC'52 _L
PC10%) = t-252 25
152 —m-5%2 _ 8
P"5" _ T -9
("% n-25? 25
nin _75'252—75‘152_&
PO =" 00 =25

Maiiéritetdén kahdella tikalla saatujen pistemédrien tulon mahdolliset
arvot.

I-1=1 1.5=5-1=5 1-10=10-1=10
5:5=25 5-10=10-5=50 10-10 =100

Olkoon satunnaismuuttuja X: tikkojen pistemaérien tulo”.
Muodostetaan sen jakauma.

X p
|| 1616 _ 256
25 25 625
s |16.8 .8 16256

25 25 725 25 625
16 1 ., 1 16 _ 32

10 1 9525725 25 = 625
8 8 _ 64
25 | 25725 = 625
8 1,1 8 _ 16
0 1 55725 725 25 T 625
0o | L1 _ 1

2525 625




b) Lasketaan tulon odotusarvo.

E(X)=256.1,256 5, 32 1o, 64 55, 16 55, L g9

625 625 625 625 625 625
— 6,9696 ~ 6,97
Vastaus
a)
X P
| 256
625
256
> 625
32
10 625
64
25 625
16
30 625
100 .
625

b) 6,97



7.12

X (€) P
19 a
b 0,01
1 0,05
-1 0,9375

Satunnaismuuttujan arvojen todenndkoisyyksien summa on aina tasan 1.
Ratkaistaan a.

a+0,014+0,05+0,9375=1
a+0,9975 =1
a = 0,0025

Satunnaismuuttujan X odotusarvo on —0,75 €. Ratkaistaan b.

E(X)=—0,75
0,0025-19 40,015+ 0,05-140,9375-(—1) = —0,75
0,015 — 0,84 = —0,75

b=9 (€)

Vastaus
a=0,0025; b=9



7.13

1) Pelaaja menettdd kaikki panoksensa, jos
tulos on luku, joka ei ole punainen, eiké valiltd 1—12:
0, 13, 15, 17, 20, 22, 24, 26, 28, 29, 31, 33, 35 (13 kpl).
Pelaajan voitto on —7 + 0 =—7 pelimerkkii.

2) Pelaaja menettdd viiden pelimerkin panoksen ja voittaa kahden
pelimerkin panoksella, jos

luku on vililtid 1 — 12, eiké se ole punainen:
2,4, 6,8, 10, 11 (6 kpl)
Pelaajan voittoon —7+3-2=—1.

3) Pelaaja menettidd kahden pelimerkin panoksen ja voittaa viiden
pelimerkin panoksella, jos

luku on punainen, mutta ei valilta 1 — 12:
14, 16, 18, 19, 21, 23, 25, 27, 30, 32, 34, 36 (12 kpl).
Pelaajan voittoon —7 +2-5=3.
4) Pelaaja voittaa molemmilla panoksilla, jos
tulos on punainen luku valilta 1 — 12:
1, 3,5, 7,9, 12 (6 kpl).
Pelaajan voittoon —7+2-345-2=90.

Olkoon satunnaismuuttuja X: “pelaajan voitto yksittéiselld kierroksella”.



Muodostetaan satunnaismuuttujan X jakauma.

X P
_7 %
s
Nk
kG

Lasketaan pelaajan voiton odotusarvo yhdelld kierroksella.

EX =2 D+ n+izas bo-

7
37

Arvioidaan pelaajan kokonaisvoittoa, kun samoilla panoksilla
pelataan 60 Kkierrosta.

60-(—% ~ 11

Pelaaja on tappiolla noin 11 pelimerkkia.

Vastaus
tappiolla 11 pelimerkkié
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